


ملحخحص دراسة الدواك ثانوية الليمون - بركان 


1 - الاشتقاق ورتاية دالة 
لتكن / قابلة للاسشت قاق على مجال 1 
تكون / تزايدية (قطعا) على 1 إذا وفقط اذا كانت الدالة المشتقة '/ موجبة (قطعا) على المجال 1آ 


تكون / تناقصية (قطعا) على 1 اذا وفقط إذا كانت الدالة المشتقة '/ سالبة (قطعا) على المجال آ 
تكون / ثابتة على 1 إذا كانت الدالة المشتقة '/ منعدمة على المجال 

2- قابلية الاشتقاق و المطراف 

مبرهنة 

لتكن / دالة معرفة على مجال فتوح 1 و [ © 20 








اذا كانت / قابلة للاشتقاق في النقطة م3 و تقبل مطرافا في النقطة مد فان 0 > ( مد)' / 
ملاحظة: المبرهنة لا تقبل المبرهنة العكسية ( مثال مضاد ”+ - («)/ر :1 0-ى2) 


1- تقعر منحنى دالة -- نقطة انعطاف 


نف 
نقول إن المنحنى ( ,")) محدب إذا كان يوجد فوق جميع مماساته 
نقول إن المنحنى ( ,"0 ) مقعر إذا كان يوجحد تحت جميع مماساته 





لتكن ‏ قابلة للاشتقاق على مجال 1 و( 7) مماسا للمنحنى (,0) في النقطة [(,2)  ),:/‏ /11. 


لتكن "ا و5 نقطتين لهما نفس الافصول وينتميان على التوالي إلى ( ,0) و( 7)إذا انعدم /(2 في 0 
و تغيرت إشارته في مجال مفتوح مركزه ولا فان النققفطة وا" نقطة انعطاف للمنحنى (,0) 


لع لطخط10ا أاآلا0م5]3ن0/ا .01 .35.5 لمططو3// :ماما 


3-1 خاصات 
/ دالة قابلة الاشتقاق مرتين على مجال 1 
* إذا كانت" '/ موجبة على] فان(,0©) يكون محدبا على 1 
* إذا كانت" ثم سالبة على1 فان ,6 يكون مقعرا على 1 


* اذا كانت " ث/ر تنعدم في ملا من المجال 1 وكان يوجد 125 2 بحيث إشارة " / على إنه+م,مدا 
مخالفة لإشارة " كر على| مدببه-مد| فان )00 رونا نقطة انعطاف للمنحنى (,0)) 
ملاحخئة قد لا تكون الدالة / قابلة للاشتقاق مرتين ويكون مع ذلك لمبيانها نقطة انعطاف 





* اذا كان م8-(2<)/ هنا فان المستقيم ذا المعادلة 6 لا مقارب ل©). 


دكجمر 


** يكون المستقيم الذي معادلته 6 + عاة- لا مقارب للمنحنى 0 إذا وفقط إذا كان 
0 - (( 6+ عم) - (ع) /) ملا 
مملج عر 


يكون المستقيم ذو المعادلة 0 + ا > لإ مقارب لمنحنى ,© إذا وفقط إذا كان 


له لاك ين : - و هماس أو م لاك ون : - وهنا سار 


017 مملجير ممدجمر 017 ممجير ممجيور 





لع لطخط10ا أالا0م5]3ن0/ا .01 .35.5 لمططو3// :ماما 


ملاحظة دراسة إشارة ( ( + 3) - (*) ؟ ) تمكننا من معرفة وضع المنحنى ( ,©) بالنسبة للمقارب المائل. 


2- 3- الاتجاهات المقارية 


تعاريف 
1 م ا ْ (5) دين ل ف . اس 
| -إذا كان م2 - ( «) /ر مطنا مم2 - حخكت- جمز1[ نقول إن (,0) يقبل محور الأراتيب كاتجاه 


ماج عر 001 ماج عر 
مقا رب . 


ب - إذا كان مم2 - ( ع) كر صذا لكك رون نقول إن( ,©) يقبل محور الافاصيل كاتجاه 


ماج نر 01 مطلاج عر 


مقارب. 


ج - إذا كان + - ( د) /ر مدنا م- لكك رون و + - عه (2) ر متنا نقول إن( ,©) يقبل 


مملاج نر 00 مملاج نر 
المستقيم ذا المعادلة *«ة -لا كاتجاه مقارب 


له غامة 









إذا كان مد -(*)/ر صننا م لكك يوون نقول إن( ,0©) يقبل المستقيم ذا المعادلة 


مساج تند 001 مهلهج نر 
كاتحاه مقارب. 


تت كه 








“اج حلا 


في معلم متعامد , يكون المستقيم الذي معادلته 3 - ا محور تماتل لمنحنى دالة ! إذا وفقط إذا كان 
() رح («-ه2) لل : رطع ز«-ه2) للع 7 





في معلم مارتكون النقطة (: 3) ا مركز تماتل لدالة / إذا وفقط إذا كان 
() ر- 26 ح رز« - هو2)/ر : ,2ك (-ه2) / (1 :71 





نقول أن ! دالة دورية إذا وحد عدد حقيقي 1 موجب قطعا بحيث 
(<) رح ( 17+ 2) ل لاع 1-1 و,(لع 2+1 لاع 7 
العدد 1 يسمى دور الدالة ؟ .اصغر دور موجب قطعا يسمى دور الدالة] 


(<) “رع ( 77 + 2<) ل ركه ع 771, ,لاع 73 


إذا كانت 6 دالة دورية و1 دورا لها فان منحنى الدالة ؛على أ )2601 0+7 م 10 هو 
صورة منحنى الدالة على |20,0+7|[ 7/6 بواسطة الإزاحة ذات المتجهة ٠7‏ 77 حيث (١‏ عدد صحيح نسبي. 


دالة دورية و 1 دورا نعتبر ]7+ ودر ند]ح م2 - 10 و 7+1(11) + 713+ مد ]ص مد - ,1 
1 لها نفس منحى التغييرات على المجموعتين و7 و,7 لكل 7 من 72 
امثله 
دالة «وهء ج < دورية ودورها +2 إذن يكفي دراستها على [2:2-][ 





وحيث أن + وم ج + زوجية فنقتصر دراستها على 


ا 





م8- تند 2- صيغة الحد العام -_ مجحموع حدود متتايعة لمتتاليه 
انشطةه تذكيرية حساتنيهة 
نشاط1 نعتبر المتتاليتين ء. ١‏ 
3 - ين : در( ,,#) متتالية حسابية اساسها 7# فان 
لالع 0 7ن - 2 - 7م - )+ مله - ره م < 177 
1- بين أن (,ا) متتالية ثابتة . ملاحظة - اذا كان رء,( ,) متتالية حسابية أساسها / 
2- استنتج ررب مطاه حباية و جبوصاصرهة المميزة فان (ن -7) + ,ا ح رن م < و < برو 
3 أحسب ١!»‏ - ,رك بدلالة 7. خاصهة 
1ح 
نشاط2 : نعتبر المتتالية العددية دل 11 ) المعرفة ب 
بج الى 
1 
2 لد 01 1 | لا 


م -7 هوعدد حدود المجموع ,ى و ,2 هو الحد الأول 
,# هو الحد الأخيرللمجموع ,5 
(عدد حدود م 0 


. 0 


1- |عدينب: 2 9 13 
2غ ديق اث در 07 مكبورة بالعدد 3 


3- أدرس رتابة حل 07 و استنتج أن 06 ,/4) مصغورة [ الحد الأخير + الحد الأول ل و5 5 





بالعدد 2 ِ ِ 
0 [1[1- المتتالية الهمندسيه 
4- نعتبر المتتالية العددية ا 11 المعرفة ب 3- ,نح ,ذا 1- تع انف 
أ- بين أن 6 1 متتالية هندسية و أحسب ,ا بدلالة 7 . تكون متتالية بحر( 1 هندسية اذا كان يوجد عدد 
ٍِ 2 
| بدأل - ,5 بدلالة 7 حقيقي 0 بحيت ,011 ح برلا 771121 
كر العدد 0 يسمى اساس المتتالية . 


1-المتتالية: | 
* تكون المتتالية 








..(,#) مكبورة اذا وفقط اذا وجد 
عدد حقيقي 1[ بحيت 41ل > ,1 7< 177 
* تكون المتتالية ( ,,») مصغورة اذا وفقط اذا وجد 


1 


11-710 
عدد حقيقي 7بحيثت 271 17 177270 


( ,,») محدودة اذا وفقط اذا كانت 


* تكون المتتالية 
0 


112-71 
525 ,) مكبورة و مصغورة 


2- المتتالية الرتسه 
لتكن ,,,د,( ,*) متتالية 


( ,,) متتالية هندسية أساسها 0 يخالف 1 


711-710 


11710 
اذا كان _,« + 


ب متتالية تزايدية <> ,ا < رررة 70 < 77 


1170 


( ,,) متتالية تزايدية قطعا ج> ,)1 < ب,/ة: 70 < 977 


11-700 


( ,,) متتالية تناقصية <> ,ل > بب,ة 70 < 7 











711-710 
0 ب,) متتالية تناقصية قطعا <> ,> بب,/: 70 < ٠7‏ 
م ,) متتالية ثابتة ج> ,ا > له 70 < ٠,7‏ ملاحظة إذا كان (,) متتالية هندسية أساسها 0 يخالف 
1- المتتالينة الحساسة 1 فان ,ى مجموع 7 حدا أولا منها هو 

1- تعريف ]1 

تكون متتالية ا ,) حسابية اذا كان يوجد عدد 1-6 0 سيرلا 7 اي اكد 

حقيقي 7 بحيث 7+ ,لا > إبررلاة ‏ 717210 حالة خاصة إذا كانت ,.,(,”) متتالية هندسية أساسها 

العدد # يسمى أساس المتتالية . ظ 0 

1 فان (م- »)ىل در + اك 


56 - زهايات المتتاليات 
1- نزهانه متتاليهة 
نعرف نهاية متتالية كما عرفنا نهاية دالة عند + 
نكتب ,7 1150 باختصار ,11101 


ممدجىر 
نشاط نعتبر المتتاليتين (,) وبي (,) حيث 2د ىد آل 97 3+ د رد “الع برو 
2 0" 
نحدد ,11121 و 111[ 
تعلم أن ممد - 2ن سنا إذن مم ع رسآ تعلم أن ولط مدنا إذن 3 -ح ,رسآ 


مملج ىر لل مملدجر 


0 


11-10 


( 1( 0 نكتب > 111101 


*نقول أن نهاية 5 9 تؤوك إلى 6+ إذا و فقط إذا كان كل مجال على شكل [6+:4/| يحتوي علىجميع 
حدود المتتالية ا 
*نقول ان نهاية 
حدود المتتالية 0 
ملاحظهة معد ح رلا حمطلا جه م - ,11 ما 
3- نزمايات _ متتالية_مرجحعية 
خاصية 


ب ابتداء من رتبة. تكتت 60+ ح- 11101 
( ,,») تؤوك إلى 6- إذا و فقط إذا كان كل مجال على شكل |4 :م»-| يحتوي عل ىجميع 
0 ابتداء من رتبة. نكتب 00- ت ,1111[ 


1-70 





ليكن 7 عدد صحيح طبيعي 1< م و6 عدد حقيقي 


معد ع 77د ةا معد - 77 رونا 0 - | 


00 


( ,,») و 7 عددا حقيقيا 





4 خاصضه 


1-70 


1 - ,سنا جه 0 - (1- ,,) سنا 





1 - برا حصنا جه 0 - |[ - رل#| حصنا 


5- متتالية متقارية - متتاليةهة متباعدة 





(,,») متقاربة لان 4 - ,_,#صطنا 
( ,ا) متباعدة لان معد ح- ,رنددطنا 
ل 0 متباعدة لأن (,) لا تقبل نهاية 


( ,,») متتالية عددية و , ... (,<) متتالية عددية متقارية لأعداد حقيقية موجبة 


1-70 


1 عدد حقيقي حيث 002 77 < م3 1 /11. 
اذا كان 0 - ,ناصطئا قات ىر( ,) متقاربة و 1ح ,#ضننا 
0 - 





ضر اق 3 لتكن ا ,) و9 اد ,1) متتاليتين عدديتين حيث ,ا > ,به 7< ج3277 


اذا كان + ع ,امنا فان مصمدح نررون] 





اذا كان م -ح ,حصنا فان م ح ,تسا 


لتكن در 0 9 د 0 2 "» وا 11) ثلاث متتاليات حيت 1 - و - 0 2 3771 3ع لاك 


اذا كان / - ,1 ملا - ,رن متنا فان / ع باحسنا 

















امتلة نعتبر . (,») حدد ,دنا في الحالات التالية: 
أ- 0-3 + 72 ح را ب- م + “و ح را 2 0 
1 
أ- لدينا لكل 3 < , 7-3 + 2م > “7 و حيث ممد - 77 راذا ومنه 00+ - 11211/,7] 
1 1 1 
ب- لدينا لكل 2 < , 1-0 ومنه 7- > -| و بالتالي صب ررد 
وحيث مه - د -صنا فان م ح ,رنحمنا 
0 
ل ا ل ول نسي ان وا 
1 1 1 
تمرين: نع: 1 در لل دما 7 
على ١‏ ا سين - كك 
0 م قل 00/2" 





يوحد عدد حقيقي موجب قطعا © حيث 1+0- ن تنعلم أن 1+0 < "(م+1) ومنه 14+70 < "7ن 


وحيث مهد ع ع + 1 جنا فان ممد ع 7ن زا 


الحالة2ه 0-1 لدينا 1- "بن مننا 








الحالهة3 1-0-1 
1 > و د و منه 0+ - ل إسطا- بلس و بالتالي 0 - | “واسطنا 
4 4 4 
إذن 0ح ”ونا 
الحالة4 1-> و |4 ليست لها نهاية 
خاصية 
اذا كان 1< نم فان ممدح "نل حمنا اذا كان 1> 0 > 1- فان 0 - 7 نحمطزا 
اذا كان 1 - 1ن فان 1ح 7و صتنا اذا كان 1- > ىل فان ”و ليست لها نهاية 





ملاحظة **- المتتالية ”4 متقاربة اذا كان 1> 1+8 








*- ليكن ‏ 0 ع / 
إذا كان 0 < م فان معد ع '77 رمزا إذا كان 0 > / فان 0 - '1177]]آ 
100 60+ 
ِ َُ _- 1 1 
امثله حدد 02 0-0 و - ا 
1+2 2 


تمرين نعتبر المتتالية العددية ا ,4 ) المعرفة ب: 


7+1 
ب - استنتج : )1 ,/ > 0: (11 ع 17) ثم أحسب ,11 1100[ 


1 + “را 3 
متلتكت- بره: زلاع م”7) : --ح ون 
1+ 1 3 ٍْ (آ 2 ١‏ 

1( بين أن 1 < ,0 : (21 ع 9) 


© أدرس رتابة 00 و استنتخ أن 0 متقاربة 

3 أ- بين أن (1- ,)ج15 - بر 0 لاج 7 
-1١/‏ خاصيات 
خاصية كل متتالية متقارية و موجبة تكون نهايتها موجبة 


خاصية إذا كان 00 و (نا) متتاليتين متقاربتين نهايتها / و '/ بحيث ,ذا > ,: لكل // < 7 فان '/ > / 


مبرهنة كل متتالية تزايدية و مكبورة هي متتالية متقاربة 
كل متتالية تناقصية و مصغورة هي متتالية متقاربة 
ملاحظه كل متتالية تزايدية و سالبة هي متتالية متقاربة 
كل متتالية تناقصية و موجبة هي متتالية متقاربة 


دمرين: نعتبر إ ( ,,ة) متتالية معرفقة ب 0 07 اح لكان 
> 9 








ء 1 1 1 5 َ 5 
2- نحث أن 0 1 8ع ع تم بين ان 2ه ىن ألا ا 


5 السو أن ادول» ) متقاربة. 


( ,,) و (,) متتاليتين متقاربتين و ه عدد حقيقي 
ل ل ا برا 11130 »ا برل تتكذ1 > ( برضا رر/ة) تطذاً ر,/1 تتا نه ح ( ررناته ) مكنا 
00 ,رالا 


إذا كان 0ع ,رونا فان تتح وو 


11111 1 


١ 


اس ]| اسمس س 0-022 
لدف | م 6 | سوسم 0 
تدص | 0610000060 | «#سعسية ا 


ج2222 0 
| م 1 #6 | شكلغيبرمحدة | 02000 #6 2010000 شكلغيرمحدد 0 | 


ص | احيت 120 | 26 | مع وضع عكس إشارة/ | “مع وضع عكس إشارة/ 





دمرين 


2 _ 3 |4 
حدد 2 + و«ل.) ل 11 ؛ 20-0 11120 »ع د 11 


مملجر 7-1 مملجر 27-4 5 3 ممدجىر 





2- متتالية من نوع (,) /ر - بي 








نشاط 
2 - م1 
نعتبر (,1) متتالية عددية حيث 3+ ,21 
> رلا 
11 
0 
1< بين إن 7 الت يكن 
2- لتكن (,«) متتالية عددية حيث 4ٌ- ]د إن 
ا 2 


ب- ب- حدد ,11101 استنتج ,/11011] 


ل رلك ةر ل ا اس 





1 


أ تأكد أن / متصلة على د 


سد [زعا- 1 


ت- حل المعادلة « - («) /ر 
ماذا تلاحظ؟ ماذا تستنتح؟ 
خاصيه 


لتكن . (,") متتالية عددية معرفة بالعلاقة (,0)/ - ر,,,»: بحيث يوجد مجال 7 ضمن ,72 و الحد الأول 
,د (,“) ينتمي إلى 7 و 7 متصلة على 1 وا (13)/. 
اذا كانت ( ,؛:) متتالية متقاربة فان نهايتها 7 هي حل للمعادلة ‏ - (:) / 


دمرين 





3 
ح نلا 
نعتبر المتتالية العددية ( ,#) المعرفة ب 595 
1-0 نالك ب 11 
1- بين أن 2> >0 15ج 7. 


2- بين أن (,1) متتالية تزايدية و استنتج أن ( ,/1) متتالية متقاربة . 
3- استنتج ,11121 
دمرين 


بين أن (,") متقارية و حدد نهايتها 


